3. Espacgos topolégicos

3.1. Definigao. Seja X um conjunto. Chamaremos de topologia em X
uma familia 7 de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

(a) @ e X pertencem a 7.

(b) A unido de uma familia arbitraria de membros de 7 pertence a 7.

(c) A intersegdo de uma familia finita de membros de 7 pertence a 7.

Os membros de 7 sdo chamados de abertos. O par (X,7) é chamado de
espago topologico. Com freqiiéncia diremos que X é um espago topoldgico.

3.2. Exemplos.
(a) Se (X,d) é um espago métrico, entdo segue da Proposigdo 2.6 que os
abertos de (X, d) formam uma topologia 74 em X.

(b) Se X = R", entao a topologia 74 dada pela métrica euclideana

d((E,y) =

é chamada de topologia usual.

(c) Seja X um conjunto qualquer, e seja 7 a familia de todos os subconjuntos
de X. Claramente 7 é uma topologia em X, chamada de topologia discreta.

(d) Seja X um conjunto qualquer, e seja 7 = {f), X}. Claramente 7 é uma
topologia em X, chamada de topologia trivial.

3.3. Definigdo. Diremos que um espago topoldgico (X, 7) é metrizdvel se
existir uma métrica d em X tal que 7 = 74.

Notemos que a topologia discreta é sempre metrizavel, e vem dada pela
métrica discreta.

3.4. Definigao. Dadas duas topologias 7 e 75 num conjunto X, diremos
que 71 é mais fraca que Ty, ou que T2 é mais forte que Ty, ou que T2 é mais fina
que 71 se 71 C To.

A topologia trivial em X é mais fraca que qualquer outra topologia em X.
A topologia discreta em X é mais fina que qualquer outra topologia em X.

3.5. Definicao. Seja X um espaco topoldgico. Diremos que um conjunto
F C X é fechado se X \ F é aberto.

3.6. Proposicao. Seja X um espago topoldgico. Entao:

(a) X e sdo fechados.

(b) A interse¢io de uma famdlia arbitrdria de fechados é um fechado.
(¢) A unido de uma familia finita de fechados é um fechado.

Demonstragao. Basta aplicar as leis de de Morgan.



Reciprocamente temos:

3.7. Proposigao. Seja X um conjunto, e seja F uma familia de subcon-
juntos de X com as sequintes propriedades:

(a) X e 0 pertencem a F.

(b) A interse¢io de uma famdlia arbitrdria de membros de F pertence a F.

(c) A unido de uma familia finita de membros de F pertence a F.

SejaT ={X\F:F € F}. Entio T é uma topologia em X, e F coincide
com a famdlia dos fechados de (X, T).

Demonstragao. Basta aplicar as leis de De Morgan.

Exercicios

3.A. Prove que as métricas dos Exemplos 2.2(b), 2.2(c) e 2.2(d) definem a
mesma topologia em R".

3.B. Seja X = {a, b}, com a # b, e seja

T=1{0,{a}, X}.

Prove que 7 é uma topologia em X. O espago (X, 7) é chamado de espago de
Sierpinski.

3.C. Seja X um conjunto, e seja
F={X}U{F CX:F éfinito}.

Prove que F é a familia de fechados de uma topologia em X, conhecida como
topologia cofinita. Vocé reconhece esta topologia quando X ¢ finito?

3.D. Seja X um conjunto, e seja
F={X}U{FCX:F éenumeravel}.

Prove que F é a familia de fechados de uma topologia em X, conhecida como
topologia coenumerdvel. Vocé reconhece esta topologia quando X é enume-
ravel?

3.E. Seja X um conjunto, seja A C X, e seja
Ta={0tUu{U:ACUCX}

(a) Prove que 74 é uma topologia em X.
(b) Descreva os fechados de (X, 74).
(¢) Voceé reconhece 74 quando A = ) e quando A = X7



